EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I.— EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 1

CORRECTION EXERCICE 1.— Soit I’équation différentielle
y=y-—z+1 (1)

fo dérivable sur R
Vo eR, fi@)=fo@)—z+1  (a)
a—1=0
—a+b+1=0
d’apres P'unicité de lécriture polynomiale. On obtient finalement (a,b) = (1,0) et ainsi il existe bien
une seule fonction affine solution de (1) qui n’est autre que fo : z — x.

1. fo:z v+ ax + b fonction affine solution de (1) < {

Pour tout réel z on a : (a)<:>a:aw+b—x+1@(a—l)x—a—l—b—i—l:O@{

2. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (1) est alors ’ensemble des fonctions he : = —
Ce”+x ou C est une constante réelle, hc étant la somme de la solution générale de I’équation homogene
associée y' = y et d’une solution particuliere de (1).

3. On est amené & déterminer le réel C tel que he (0) = 1 ce qui conduit & la résolution de ’équation du
premier degré d’inconnue C' : Ce®+0 = 1. On obtient alors C = 1 et ainsi la fonction g = h; est définie
sur R par g (z) = e” + x.

4. Soit pour ¢ réel donné la fonction ¢y : (z,y) — (x4, (y —x)e' +x+1).
a) Soient (x,y) les coordonnées d’un point M de la courbe représentative C de g ; on a alors M (z, e” + ).
Ainsi, puisque ¢ ((x,g)) = (x +t, (g — m) e+ x+ t) ,on a
ot (v, e+ ) = (z+t,("+az—a)e' +a+t) = (x4t e +a+t) = (x+t,e" " +a+t) =
(x+t,g(xz+1t)) et ainsi le point M; de coordonnées ¢¢ ((z,y)) = (x +t,g (z + t)) appartient bien &
C.

b) Soient (x,y) € R?, t et t'deux réels. On a : ¢y ((x,y)) = (:v +t (y—z)et +a+ t) et ainsi :

o (6 (@) =0 ((atw—a)e” +a+1))
= (x+t'+t, (yfm)et’+m+t’f(x+t’))et+x+t'+t)




II.— EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 2 DU TYPE ¥ + w?y =0
CORRECTION EXERCICE 1.— Soit I’équation différentielle
y' +4y=0 (2)

L’ensemble des solutions de ’équation différentielle linéaire homogeéne du second ordre (2) est I’ensemble des
fonctions fa,p : x +— Acos (2z) + Bsin (2z). On cherche & déterminer 'unique solution de (2) qui vérifie les

V3

conditions initiales fa,p(0) = 5
fap(0)=1
: 3 . ’ . . \/g 1
Puisque 'on a pour tout réel =, fi 5 () = —2Asin (2z) + 2B cos (2z), on obtient A = -5 et B = 5

Ainsi
Qx> ,§ cos (2z) + %sin (2z) .

Afin d’étudier la fonction ¢ on va transformer son expression analytique!. Pour tout réel z, on a :

() = cos %T cos (2z) + sin %T sin (2z) = cos (296 — %T) .

© est périodique de période m.On va donc étudier les variations de ¢ sur un intervalle de diametre 7 que 'on
. . N . s N . 5T
va déterminer & laide des singularités de ¢’ oll ¢’ (x) = —2sin <2m - F)

(2) = i _om _om =[x
¢ (r)=0 & sm(?m 6)—0 = 2z 5 =0[n] <= T=3 [2]
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On va donc étudier ¢ sur lintervalle I = [BW T om 7{} = [ T W}.
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AR i -2 > "(z) < 0.
TURT zsm(?m 6)_O=><p(x)_0
On obtient alors la courbe représentative de .
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Pour (a,b) # (0,0), ’'expression acos z + bsinz peut étre transformée. On écrit

a b
acosx + bsinx = /a2 + b2 (7 CcoST + ——— sinx)
4/a‘2_;’_b2 ‘/a2+b2

a

2 2 COSOQ¥ = —F———
. a b o , Va2 + b2 — -
Puisque (7 4+ ———= ) =1, il existe un réel a tel que b et ainsi on peut écrire :

\/a2+b2) (va2+b2) sinad = ———
Va2 + b2

acosz +bsinz = Va2 4+ b2 (cosacosz +sinasinz) = Va2 + b2 cos (v — a)




